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Wstep

Podczas ubiegtorocznej Sesji Matematycznej na pytanie Pani dr Anny Widur, jakie
dostrzegam powigzania (jako uczen szkoty muzycznej i pasjonat matematyki) miedzy
matematyka a muzyka, stwierdzitem, ze jest ich tak duzo, ze nie da sie wymieni¢ w jednym
zdaniu. To proste pytanie stato sie dla mnie niejako wyzwaniem do zmierzenia sie z tym
tematem w biezgcym roku. Odiozytem wiec na pdzniej inne fascynujgce problemy
matematyczne (np. hiperprzestrzen, liczby zespolone), ktére chciatbym zgtebi¢ w najblizszym
czasie. Zabratem sie do pracy, zbierajgc i porzadkujgc wspdlne elementy tych dwéch bliskich
mi nauk, a takze odkrywajgc nowe, o ktérych do tej pory jeszcze nie wiedziatem.

W tych poszukiwaniach niezwykle inspirujgce staty sie dla mnie artykuty, wyktady
i filmy znalezione na Portalu Matematycznym The Mathteacher, Poznanskim Portalu
Matematycznym oraz Wroctawskim Portalu Matematycznym. Poszukujgc materiatéw
natrafitem takze na prace ,,Muzyczna matematyka” Klary Marii Zglinski, laureatki konkursu
prac matematycznych z 2011 roku, ktéra w ciekawy sposéb opisywata zwigzki matematyki
i muzyki.

W swojej pracy prezentuje wspdlne elementy moich dwdch pasji, jakimi s3
matematyka i muzyka. Wiele przyktaddw opisuje na podstawie wtasnych doswiadczen z lat
nauki w Panstwowej Szkole Muzycznej | stopnia im. Karola Szymanowskiego w Oswiecimiu.
To wiasnie dzieki wspaniatym nauczycielom pogtebitem wiedze i poznatem tajniki muzyki,
do ktérych mogtem sie odwotac podczas pisania niniejszej pracy. Na koricu zamiescitem kilka
ciekawostek na temat matematycznych inspiracji.

Pewien wielki matematyk powiedziat kiedys, ze muzyka jest ,przyjemnoscia, jakiej
dusza ludzka doswiadcza przez liczenie, nie zdajac sobie sprawy, ze ma do czynienia
z liczeniem”. Dla mnie matematyka jest muzyka duszy, a muzyka arcydzietem matematyki.

Zycze przyjemnej lektury!

Pawet Nawrocki



1. Co wspodlnego ma Pitagoras z muzyka?

Nierozerwalne zwigzki muzyki z matematykg zauwazono juz w starozytnosci. Pitagorejczycy,
ktorych przewodnie hasto brzmiato ,Wszystko jest liczbg”, odkryli wielka czwdrke liczb:
1,2,3,4, zas sam Pitagoras znany byt w starozytnej Grecji z odkrycia skali muzycznej. Do jego
spostrzezen i obliczen mozna sie wielokrotnie w muzyce odwotywac.

»Jak glosi legenda, pewnego dnia Pitagoras bawit sie monochordem, tj. instrumentem
ztozonym z pudetka i przeciggnietej po nim struny. Przesuwajgc ruchomy mostek w gore
i w doét monochordu, zmieniat wysoko$¢ dzwieku. Odkryt wéwczas, ze zachowanie struny
jest osobliwe, ale przewidywalne. Gdy tracit strune bez mostka, otrzymat czysty dzwiek, zas
gdy umiescit mostek doktadnie posrodku instrumentu, stwierdzit, ze kazda z czesci wytwarza
taki sam dzwiek, ale dwa razy wyzszy niz podstawowy. Niewielkie przesuniecie mostka, ktére
na przyktad dzieli strune w stosunku 3/5 do 2/5 struny i tragcenie obu czesci wytwarza dwa
tony, ktére sg oddalone o interwat zwany w muzyce kwintg (stosunek 3:2) — interwat
uwazany za najbardziej poruszajacy i tworczy. Podziat struny w innych proporcjach pozwala
uzyskac rozmaite kombinacje tondéw, ktére sg albo przyjemne, albo nieprzyjemne dla ucha.
Co ciekawe, kiedy Pitagoras umiescit mostek w punkcie, ktory nie dzielit struny wedtug
prostego stosunku, to tony nie pasowaty do siebie i zwykle powstawat dysonans. Dla
Pitagorasa gra na instrumencie byta czynnoscig matematyczng. Harmonia monochordu byta

réwniez harmonig matematyki oraz harmonia Wszechséwiata.”*

2. Co wspodlnego ma Albert Einstein z muzyka?

Albert Einstein, geniusz w dziedzinie fizyki, z pasjg grat na skrzypcach i byt zafascynowany
muzyka Mozarta. Muzyka dla Einsteina nie byta zwyktg rozrywka, lecz pomagata mu mysleé
i rozwigzywac skomplikowane zagadnienia. Hans Albert, syn uczonego, wspominat o ojcu, ze
»,zawsze kiedy czut, ze zabrnat w $lepg uliczke albo napotkat na swej drodze jakies$ trudne
wyzwanie szukat wyjscia w muzyce i ostatecznie pokonywat trudnosci”. Natomiast jeden
z przyjaciot Einsteina powiedziat: ,Czesto do pdzna w nocy grat na skrzypcach w kuchni,
improwizujgc jakies melodie i jednoczesnie rozwazajgc skomplikowane zagadnienia nagle
przerywat gre i wykrzykiwat: Mam to!”?

! https://cnm.pg.edu.pl/documents/10871/31009714/2011 07 KN.pdf
? https://www.tomaszgrebski.pl/viewpage.php?page id=773



https://cnm.pg.edu.pl/documents/10871/31009714/2011_07_KN.pdf
https://www.tomaszgrebski.pl/viewpage.php?page_id=773

3. Dzwiek jako warto$¢ matematyczna i fizyczna

Wazna rola matematyki w muzyce ujawnia sie, gdy chcemy zrozumie¢, co to jest diwiek
i jakie sg jego wtasnosci.

Dzwiek to fala rozchodzaca sie w osrodku sprezystym (ciele statym, cieczy, gazie) z dang
czestotliwoscia.

Do podstawowych cech dZzwieku zalicza sie:
e wysokos$¢ dzwieku,
e gtosnos¢ diwieku,
e czas trwania dZwieku,
e barwa dzwieku.

Cechy te zwigzane sg Scisle z odpowiednimi parametrami fali akustycznej.

Czestotliwo$¢ drgan (oznaczana symbolem f) jest to liczba drgan przypadajacych
na 1 sekunde. Jednostka czestotliwosci dzwieku jest herc (Hz), a nazwa tej jednostki
pochodzi od nazwiska wynalazcy fal elektromagnetycznych Heinricha Herza. Czestotliwos$é
dzwiekdéw styszalnych zawiera sie w zakresie od 16 do 20 000 Hz.

Wysokos$¢ diwieku jest zalezna od czestotliwosci, przy czym zachodzi zaleznos¢, ze im
wieksza czestotliwos¢ dzwieku, tym wyzsza wysokos¢, np. dzwiek @ ma czestotliwos¢:
440 Hz, czyli w ciggu sekundy powietrze (lub inny osrodek) drga 440 razy. Od tego dzwieku
stroi sie wszystkie instrumenty.

Gtosnos¢ diwieku zalezy od natezenia dzwieku — jest to miara energii fali akustyczne réwna
Sredniej wartosci strumienia energii akustycznej przeptywajgcego w jednostce czasu (1s)
przez jednostkowe pole powierzchni (1m?) zorientowanej prostopadle do kierunku
rozchodzenia sie fali.

Barwa dzwieku zalezy od tego kto lub co jest zrédtem dzwieku, np. instrumenty muzyczne,
gtosy ludzi, ptakdéw i zwierzat czy hatasy maszyn.

W diwiekach tworzgcych muzyke mozna znalez¢ porzgdek matematyczny. Pitagorejczycy
podzielili catg skale muzyczng na réwnomierne oktawy. Oktawa pitagorejska dzielita sie na
7 tondw i 12 péitonow.

Odlegtosci miedzy dzwiekami mierzy sie liczbg pottondw pomiedzy nimi. W gamie
wyrdzniamy 7 podstawowych tonéw uporzgdkowanych wedtug okreslonego wzoru (C-D-E-F-
G-A-H), co daje 6 odstepdw miedzy nimi. Stagd wynika, ze gama jest podzielona na
12 réwnych péttondw.



https://pl.wikipedia.org/wiki/Wysoko%C5%9B%C4%87_d%C5%BAwi%C4%99ku
https://pl.wikipedia.org/wiki/G%C5%82o%C5%9Bno%C5%9B%C4%87
https://pl.wikipedia.org/wiki/Czas_trwania_d%C5%BAwi%C4%99ku
https://pl.wikipedia.org/wiki/Barwa_d%C5%BAwi%C4%99ku
https://pl.wikipedia.org/wiki/Fale_akustyczne

dzwieki podstawowe

tony i péttony

Zrédto: https://mlodytechnik.pl/i/images/3/4/1/dz0yNjUyJmgOMTIyNQ==_src_16341-01.png

To dzieki Pitagorasowi zawdzieczamy w muzyce naczelng zasade, ze nuty odlegte od siebie
o petng oktawe powinny mie¢ czestotliwosci pozostajgce w stosunku 2:1. Za pomoca
wspomnianego wcze$niej monochordu Pitagoras analizowat, jak zmieniajg sie odlegtosci
miedzy dzwiekami idoszedt do wniosku, ze najmilsze dla ucha harmonie wyrazone sg
poprzez najprostsze proporcje. Zaproponowat, aby stosunek czestotliwosci sgsiednich nut
wynosit 9/8 dla petnych tondéw (np. od C do D), a 256/243 dla péttondw (np. od E do F).

Stosunek czestotliwosci dzwiekdw rdéznigcych sie o oktawe (np. dolnego i gdérnego C)

wynosi 2, zatem czestotliwos¢ pomiedzy kazdym kolejnym péttonem zwieksza sie V2 razy.

C cis d dis e f fis g gis a ais h C

1| Rz Y2 | V2o vz WZP| vz | W2 VPR VPR V7 %2 2

4
nazwy dZzwiekow gamy stosunek czestotliwosci danego dzwieku
do czestotliwosci dolnego C


https://mlodytechnik.pl/i/images/3/4/1/dz0yNjUyJmg9MTIyNQ==_src_16341-01.png

Cata skala pitagorejska przedstawia sie nastepujaco:
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Proporcje miedzy diwiekami 1:2, 2:3 i 3:4 dajg fadne wspotbrzmienie powstajgcych

dzwiekdéw. Pitagorejczycy nazwali odpowiadajgce tym proporcjom interwaty: oktawa,

kwinta i kwartg. Ten podziat obowigzuje w muzyce do dnia dzisiejszego.

Wykorzystujgc skale pitagorejskg dokonatem obliczenl, ktérymi sprawdzitem, czy dzwieki

bedg ze sobg wspotbrzmiaty lub czy powstanie dysharmonia.

Przyktad 1
Pytanie:

Obliczenie:

Odpowiedz:

Przyktad 2
Pytanie:

Obliczenie:

Odpowiedz:

Przyktad 3
Pytanie:

Obliczenie:

Odpowiedz:

Czy diwieki Ci F beda ze sobg wspotbrzmiaty?
9/8-9/8 - 256/243 =20736/15552 =4/3 (brzmienie harmoniczne — kwarta)

Dzwieki Ci F bedg ze sobg wspotbrzmiaty, a interwat ten nazywamy kwarta.

Czy diwieki Ci G beda ze sobg wspotbrzmiaty?

9/8-9/8 - 256/243 -9/8 = 186624/124416 =3/2 (brzmienie harmoniczne —
kwinta)

Dzwieki Ci G beda ze sobg wspdtbrzmiaty, a interwat ten nazywamy kwinta.

Czy diwieki Ci fis beda ze soba wspétbrzmiaty?
256/243 - 256/243 - 256/243 - 256/243 - 256/243 - 256/243 =

=281 474976 710 656 / 205 891 132 094 649 = 1,37 = 137/100
(dysharmonia)

Dzwieki C i fis nie bedg ze sobg wspdtbrzmiaty, powstanie dysharmonia.

Poprawnos¢ obliczen i wspétbrzmienie sprawdzitem grajgc powyzsze dzwieki na akordeonie.

W pierwszych dwdch przypadkach dzwieki ze sobg wspotbrzmia, a w ostatnim nie.

Podsumowujac: harmonia wyraza sie przez stosunek dwodch liczb naturalnych i tym jest

petniejsza, im liczby te s mniejsze.




W kolejnych stuleciach opracowano takze inny sposdb strojenia instrumentéw, tzw.
stréj naturalny, gdzie stosunek czestotliwosci wyglagda nastepujaco:
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Niestety, oba systemy (strdj pitagorejski i naturalny) nie sprawdzajg sie w przypadku, gdy
trzeba zagra¢ utwdér muzyczny w innej tonacji. Przestrojenie instrumentéw wymaga wiele
trudu, a czasem jest wrecz niemozliwe (np. w przypadku instrumentéow detych
drewnianych). Ten problem wymagat znalezienia innego rozwigzania, ktéry doprowadzit do
opracowania tzw. systemu rownomiernie temperowanego, zktérego korzystajg
wspotczesnie orkiestry.

Wykorzystano tutaj zasade, ze przejscie catej oktawy podwaja czestotliwosé.

Stosunek czestotliwosci miedzy kolejnymi nutami wynosi x,

12
z tego wynika: x'? =2, co daje wynik: X= V2 =1,059
Jezeli instrumenty sg nastrojone tak, ze stosunek miedzy czestotliwosciami dla kolejnych nut

12
WYynosi V2 , to nie trzeba przestrajac instrumentow przy zmianie tonacji.3

Skala temperowana zostata rozstawiona przez Jana Sebastiana Bacha na poczatku
XVIII wieku. Kompozytor byt tak zachwycony tym systemem, ze od razu napisat stynne dzieto
,Das Wohltemperierte Klavier” /Dobrze nastrojony klawesyn/, ktore sktada sie
z 24 preludiow i 24 fug (zawartych w dwéch tomach). W swoim utworze wykorzystat
wszystkie tonacje, a kazda para kompozycji jest w innej tonacji, poczagwszy od C-dur. Obydwa
tomy maja ten sam uktad: na kazdym dzwieku zbudowane sg dwie kompozycje w tonacjach
jednoimiennych, np. C-dur i c-moll.*

? Scheinerman Edward: Przewodnik mitoénika matematyki. Arcydzieto dla kazdego. Prészynski i S-ka, Warszawa 2019

4httr:)s://pl.wikipedia.org/wiki/Das Wobhltemperierte Klavier



https://pl.wikipedia.org/wiki/Das_Wohltemperierte_Klavier

Analizujac tabele dzwiekdw gamy i stosunkdw czestotliwosci nalezy wyjasnié jeszcze jedno:
€0 oznacza umieszczony na srodku i zaznaczony na czerwono dZwiek fis?

C cis d dis e f fis g gis a ais h C

1| Rz Y2 | V2o vz WZP| vz | %R VPR VPR V7 %2 2

Jest to dzwiek zwany trytonem (tac. tritonus), ktéry oznacza 3 tony, czyli 6 péttondw. Dzieli
on oktawe na potowy, przy czym odlegtos¢ mierzona zaréwno w gore jak i w dét gamy jest
rowna. | co ciekawe, jest to ,najbrzydszy” diwiek w catej gamie. Nie wspdtbrzmi on
z dzwiekiem C, co wczes$niej sprawdzitem (matematycznie) w obliczeniach i praktycznie
(muzycznie) na akordeonie.

Tryton jest interwatem brzmigcym niezgodnie, ,brzmi fatalnie i rani uszy”, dlatego
w sredniowiecznej muzyce koscielnej nazywano go diabolus in musica i uzywanie go byto
zakazane. Obecnie tryton jest czesto stosowany dla podkreslenia grozy i napiecia w muzyce
filmowej czy heavymetalowej.5

> http://www.matematyka.wroc.pl/ciekawieomatematyce/pierwiastek-z-dwoch-w-muzyce



http://www.matematyka.wroc.pl/ciekawieomatematyce/pierwiastek-z-dwoch-w-muzyce

4. Interwatly

Kolejnym elementem wspdlnym matematyki i muzyki sg odlegtosci. W codziennym zyciu
mierzymy rézne odlegtosci za pomocg jednostki zwanej metrem, a w muzyce — odlegtos¢
miedzy dwoma dZwiekami. Ta muzyczna odlegtos¢ nazywana jest interwatem i oznacza sie
ja cyframi. Rozmiar interwatu i jego nazwa wskazuje na doktadna liczbe jego péttondw.

Nazwy interwatéw pochodza od liczebnikdéw tacinskich. Podstawowe interwaty nazywane
sg sekundami (2), tercjami (3), kwartami (4), kwintami (5), sekstami (6), septymami (7).
Odlegtos¢ miedzy dzwiekiem o okreslonej nazwie a kolejnym dzwiekiem o tej samej nazwie
nazywa sie oktawa (8). Istniejg takze interwaty o rozmiarze wiekszym od oktawy, np. nona
(9), tercdecyma (13) czy kwintdecyma (15), ktdra jest najwiekszym stosowanym interwatem
w muzyce.

Interwaty podzieli¢ mozna na trzy podstawowe rodzaje: czyste, mate i wielkie. Interwaty
czyste to kwarty, kwinty i oktawy. Natomiast sekundy, tercje, seksty i septymy mogg by¢
zarowno mate jak i wielkie.

W ponizszej tabeli zestawitem podstawowe interwaty. Przyktady graficznego zapisu
interwatow zaczerpnatem z Internetu.

. ilos¢ oznaczenie wartosé 6
interwat i ) . przykiad
poéitonéw W muzyce przyblizona
A
pryma czysta 0 1 1:1 ﬁi
D)
[a)
7 )
sekunda mafta 1 2> 16:15 ﬁl
[a)
i/
sekunda wielka 2 2 9:8 :@ml
e)
A
tercja mata 3 3 6:5 %]

® Obrazki interwatéw: https://pl.wikipedia.org/wiki/Zestawienie podstawowych interwa%C5%82%C3%B3w
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A
tercia wielka 4 3 se | Byl
D)
[a)
kwarta czysta 5 4 4:3 EI
J o
A
kwarta zwiekszona
(tryton) 6 4< 45:32
ryton
D)
A
winta caysta ; 5 32 Ao
J o
[a)
seksta mata 8 6> 8:5 # 0 I
A3V =
e
A
seksta wielka 9 6 s3 | fo—a
¢ o
A
septyma mata 10 7 9:5 pl
<Y
._) [8]
A
septyma wielka 11 7< 17:9 ﬁl
<V
¢ -©o
n
oktawa 12 8 21 “  °|
¢ o

Przedrostki charakterystyczne dla nazw interwatéw odnajdujemy takze w matematyce:
w nazwach duzych liczb, jednostkach odlegtosci lub wagi czy figurach ptaskich. Uzywamy ich
w codziennym zyciu, nie uswiadamiajgc sobie czasem, ze sg powigzane z muzyka.

Ponizej przedstawiam kilka przyktaddéw, ktore znalaztem.

Przyktad 1
Muzyka: tercja - interwat o wartosci 3
trio - zesp6t sktadajgcy sie z 3 wokalistow lub instrumentalistéw
triola - nieregularna grupa rytmiczna zbudowanaz3 nut, ———» ——

==

tréjdzwiek - najprostszy akord o budowie tercjowej, sktadajacy sie z trzech

np. triola 6semkowa to 3 6semki odpowiadajgce jednej ¢wierénucie

dzwiekéw nazywanych: pryma, tercjg i kwintg
11




Matematyka:

Przyktad 2
Muzyka:

Matematyka:

Przyktad 3
Muzyka:

Matematyka:

triada harmoniczna - 3 podstawowe tréjdzwieki zbudowane na pierwszym,
czwartym i pigtym stopniu gamy (tonika, subdominanta i dominanta)

trojkat - figura ptaska z 3 bokami i 3 katami

trylion - liczba réwna 10*°

trysekcja kata lub boku - podziat kata lub boku na 3 réwne czesci
trygonometria - dziat matematyki zajmujacy sie zaleznosciami miedzy
dtugosciami bokéw a miarami katow wewnetrznych w tréjkatach
przestrzen tréjwymiarowa - potoczna nazwa przestrzeni euklidesowej
o trzech wymiarach (wysokos$¢, dtugos¢, szerokosc) lub réwnowaznej jej
przestrzeni kartezjanskiej

kwarta - interwat o wartosci 4

kwartet - zesp6t sktadajacy sie z 4 wokalistéw lub instrumentalistow

kwadryl - XVIll-wieczny taniec salonowy w metrum przemiennym 6/8 i 2/4,
tanczony przez 4 pary ustawione w kwadrat

kwadrylion - liczba réwna 10*°

kwadrat - figura ptaska o 4 réwnych bokach i 4 katach prostych

kwartyle - dzielg uporzgdkowane wartosci na ,,éwiartki”

kwartat - % roku

kwadratura kota - problem polegajgcy na skonstruowaniu kwadratu, ktérego
pole jest rowne polu danego kota przy uzyciu wytgcznie cyrkla i linijki bez
podziatki

kwadra pierwsza - faza Ksiezyca, w ktorej Ziemia, Ksiezyc i Stonce tworzg ze
sobg kat prosty

kwaterniony - struktura algebraiczna (liczby) bedaca rozszerzeniem ciata liczb
zespolonych, nalezgca do grupy liczb hiperzespolonych

kwinta - interwat o wartosci 5

kwintdecyma - interwat o wartosci 15 :

kwintola - nieregularna grupa rytmiczna zbudowana z 5 nut 1JJJ]
kwintet - zespot sktadajgcy sie z 5 wokalistéw lub instrumentalistow

koto kwintowe - graficzny schemat przedstawiajgcy gamy/tonacje w systemie
dur-moll uszeregowane wedtug zmieniajgcej sie liczby znakdéw przykluczowych

kwintylion - liczba réwna 10°°
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5. Tréjdzwieki

Trojdzwiek to najprostszy akord o budowie tercjowej, sktadajacy sie z trzech diwiekéw
nazywanych kolejno: pryma (podstawa akordu), tercjg i kwintg. Wyrdznia sie 4 podstawowe
typy tréjdzwiekéow: durowy (oznaczenie +), molowy (oznaczenie ©0), zwiekszony
(oznaczenie <) i zmniejszony (oznaczenie >). W ponizszym zestawieniu prezentuje
najwazniejsze elementy tréjdzwiekow.

ey przyktad
nazwa tréjdzwieku budowa przykiad L. 7
W zapisie nutowym
[a
tréjdzwiek
: @ tercja wielka i tercja mata CEG Fi
durowy \‘e-y g
tréjdzwiek . i o
tercja mata i tercja wielka CEsG
molowy
tréjdzwiek
_J @ dwie tercje wielkie CE Gis @
zwiekszony
tréjdzwiek . )
o dwie tercje mate C Es Ges
zmniejszony

Powigzania tréjdzwiekéw z matematyka mozina zobaczy¢, jesli umiescimy je
w dwunastokacie foremnym. Trojdzwiek durowy zaznaczony w dwunastokacie foremnym
ma katy 45°, 75° i 60°, wiec sg one w proporcji pitagorejskiej 3:5:4. To oznacza, ze tréjdzwiek
tworzy harmonie.

tercja wielka

Gis=As

F tercja mata

’ https://pl.wiktionary.org/wiki/tr%C3%B3jd%C5%BAWi%C4%99k zmniejszony
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Poczatkiem tréjdzwieku moze by¢ kazdy z dwunastu wierzchotkéw, z tego wynika, ze moze
by¢ dwanascie trojdzwiekow durowych. Zaznaczytem je w dwunastokacie foremnym
réznymi kolorami.

Ais=B

A
Gis=As
Fis=Ges Fis=Ges
1)CEG 7) Fis Ais Cis
2) Des F As 8)GHD
3) D Fis A 9) As C Es
4)EsGB 10) A Cis E
5) E Gis H 11)BDF
6) FAC 12) H Es Ges

Podobne reguty zastosujemy w przypadku tréjdiwiekow molowych, tylko najpierw
budujemy tercje matg, a potem tercje wielkg. Mozemy utworzy¢ wiec dwanascie
tréjdzwiekdéw molowych. One takze bedg tworzy¢ harmonie, gdyz odpowiadajg proporcji
pitagorejskiej 3:4:5.

H Cis=Des

Ais=B

tercja mata

Dis=Es

Gis=As

tercja wielka
Fis=Ges

Porédwnujgc oba trojkaty utworzone z tréjdzwiekdw durowych i molowych zauwazytem, ze sg
one symetryczne i przystajagce, wiec widac¢ tutaj przykiad zastosowania geometrii

W muzyce.
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Nastepnie zajgtem sie konstruowaniem tréjdzwiekéw zwiekszonych i

zmniejszonych

w dwunastokgcie foremnym. Rysujac je zauwazytem, ze tworzg one tréjkat réwnoboczny
(w pierwszym przypadku) i trojkat prostokatny réwnoramienny (w drugim przypadku). Byto
to dla mnie niesamowite odkrycie, bo do tej pory tego nie wiedziatem®©

Przykfad tréjdzwieku zwiekszonego:

Ais=B

Gis=As

(@]

Cis=Des

D

G

Fis=Ges

~—

Dis=Es

E

Przykfad tréjdzwieku zmniejszonego:

Ais=B

Gis=As

Cis=Des
D
Dis=Es
E
F
Fis=Ges

Tak mi sie spodobato konstruowanie tych tréjdzwiekéw w dwunastokgcie foremnym, ze
postanowitem wykonac dla obu wszystkie 12 przyktadéw. Niektére z tréjkatéw naktadajg sie
na siebie, dlatego ze sg przystajgce. To kolejny przyktad powigzania geometrii z muzyka.

Zestawienie trojdzwiekow zwiekszonych

Ais=B

Gis=As

H C  Cis=Des
D
7~ \
\? ‘ v
G F
Fis=Ges

Dis=Es

Zestawienie trojdzwiekéw zmniejszonych

Ais=B

C
H

P

Cis=Des

D

L Dis=Es

Gis=As

Fis

=Ges
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6. Nuty jako wartosci rytmiczne

Muzyka nieodfacznie kojarzy sie z nutami, a te wystepujg w postaci wartosci rytmicznych.
Nuty moina porowna¢ do utamkoéw wystepujacych w matematyce. Catej nucie
przyporzadkowana jest wartoé¢ 1, a kazdej kolejnej potowa poprzedniej. Swietna znajomos¢
utamkéw jest wiec niezbedna przy tworzeniu utworédw muzycznych, bo dobrze
skomponowana muzyka brzmi dlatego idealnie, ze opiera sie na solidnych matematycznych
podstawach. Wystepowanie nut lub pauz o okreSlonym czasie trwania w konkretnym
przedziale czasowym sktada sie na pojecie rytmu. W ponizszej tabeli zestawitem
poszczegdlne nuty oraz pauzy i ich charakterystyczne cechy.

nazwa wartos¢ symbol pauza podziat regularny wartosci
nut®

cata nuta 1 o -

pétnuta 1/2 CJ - J / \J
¢wierénuta 1/4 J & /\ /\

\ / \

6semka 1/8 -P 7 } j\ j j\ j\

szesnastka 1/16 f ‘7 }h }ﬁ ﬁ} .M W ﬁ hﬁ }§

W praktyce - podczas wykonywania utworu muzycznego - cafg nute liczymy na 4, pdinute
na 2, ¢wierénute na 1, ésemke na %, a szesnastke na %. Podobnie liczymy wartos¢ pauz.
Kiedy analizujemy zapisy nutowe, mozna tez zauwazy¢, ze przy niektéorych nutach pojawiajg
sie kropki.

A A B GGE

Zrédto: musiclessonsbydarek.pl/nuty/patriotyczne/plynie-wisla-plynie/

8 https://www.google.com/search?q=podzia%C5%82+regularny+warto%C5%9Bci+nut
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https://www.google.com/search?q=podzia%C5%82+regularny+warto%C5%9Bci+nut

Kropka przy nucie lub pauzie przedtuza jej wartos¢ o potowe, czyli catos¢ stanowi 150%
wartosci wyjsciowej. Z tego wynika, ze nuty i pauzy z kropkami liczymy w nastepujgcy

sposob:

pétnuta z kropka (prz. 1) liczymy na 3 @ @ |
¢wierénuta z kropka (prz. 2) liczymy na 1,5 J - fJ +J - =+ i
o6semka z kropka liczymy na 3/4 @ @

szesnastka z kropka liczymy na 3/8

pauza pétnutowa z kropka (prz. 3) liczymy na 3 J = J +.r' =2 4y
pauza ¢wierénutowa z kropka (prz. 4) liczymy na 1,5

W muzyce, jak w matematyce, musi panowac porzadek, dlatego wartosci rytmiczne sa
uporzadkowane w taktach. Wartos¢ catego taktu okreslona jest przez metrum.

7. Metrum

Metrum s3 to dwie cyfry umieszczone na poczatku pieciolinii. Gérna cyfra méwi o ilosci nut
w takcie, a dolna okreéla, jakie sg wartosci nut.

Przyktad 1
A A BGGE
o e ~
Zrédto: musiclessonsbydarek.pl/nuty/patriotyczne/plynie-wisla-plynie/
Metrum @v oznacza, ze w takcie znajdujg sie 2 ¢wierénuty.
Przyktad 2
[l ) 1 | P— | | P— ; ; —
D T L B — T
r\g % J s o ¥ 4 | Jl ¢ ¢ * e J s o _—
Do szo-py | hey pa-ste-rze | do szo-py | bo tam cud! Syn Bo-zy | wzlo-bie le- zy,
g g d Eﬂ d
: i T 58 $ 5
- S B e e e = e
T G
“ D D

Zrédto: http://forum.akordeonowe.pl/darmowe-nuty-akordeonowe/do-szopy-hej-pasterze-nuty/

7%4 L
Metrum oznacza, ze w takcie znajduja sie 3 ¢wierénuty.




Przyktad 3

5‘.,“% — =F F —l " rrr
D A7 AT D
gny . F O3 s 4 4 4 % 3
b ] Il:)#. t 1 t | ;:);il — |
A A

Zrédto: http://forum.akordeonowe.pl/darmowe-nuty-akordeonowe/oberek-kurpik/

ey

Metrum ¢ | oznacza, ze w takcie znajduja sie 3 6semki.

Opisujac powyzsze przyktady, wpadiem na ciekawy pomyst: Jak obliczy¢ wartosc
matematyczng catego utworu?

Krok 1: Zamieniamy metrum na utamek.
Krok 2: Liczymy ilo$¢ taktéw w utworze (czesto sg ponumerowane).
Krok 3: Mnozymy ilo$¢ taktow przez utamek (metrum).

Otrzymany wynik: Wartos¢ utworu podana w catych nutach.

Przykiad:
Jedzie pociag z daleka
1 pLt e g ! 3 iz Bl
i  Rdvsmcm . | d i e )
1 1 3 1 3 i » ﬁ J sy
g g fis g - IR ke SR - ERR SN |
5 6 7 8 }
= E = e
g oh il g8 a - R e h a g
9 10 1 1 12
g 1 &'
1 { »— I ;: :::d 1 1___ = l SRS I = — —3
] v
goigohiood ATERE o | d fis a c TSR ERR

Zrédto: https://www.google.com/search?q=Jedzie+poci%C4%85g+z+daleka+nuty

18



Moje obliczenia:

1

D)

Metrum zamienione na utamek: 2/4
llos¢ taktow: 12
Obliczenie: 12-2/4=6
Sprawdzenie:
2k 2 e 3 4
T ! s 1 e e
1 1 1 1 5~ e I‘-‘} -J_
- L — — oo F_—J—J;HJ
i+ +%+¥ + Yo+ ¥ +1 +%+% +V+0 + %+ ¥ +1+
2 6 7 8
1 fracen ey e 0
=S==== Ea—
. =
+Bh+ B+ B+ + Vat+ Vb o+ 1 + B+ +VB+¥h + YV + VB +1+
9 10 11 12
I — a 36213 —
S Tyt ]
o t +— ’
+Bh+ B+ B+ + B+ +1 + %+ + VB +h + Y%+ Y% +1 =

=(36-%)+(6-1)=18+6=24

Wynik: 24, co daje 6 catych nut ©

To jest oczywiscie przyktad bardzo prostego utworu muzycznego. Jezeli jednak zastosujemy

powyzszy wzér do dowolnego utworu o statym metrum, to zasada ta bedzie dziatac.

| jeszcze jedno spostrzezenie dotyczgce metrum: w takcie wazne jest akcentowanie, ktére

powoduje, ze w muzyce metrum

g to zupetnie co innego niz g, cho¢ wedtug zasad

matematycznych te wartosci sg sobie rowne.
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8. Dziatania na wartosciach rytmicznych

Kazdy uczen szkoty podstawowej spotkat sie na matematyce z pojeciem rozszerzania lub
skracania utamkéw. Jest to dziatanie przydatne w obliczeniach, w ktérych trzeba sprowadzié
kilka utamkéw do wspdlnego mianownika (w pierwszym przypadku) lub doprowadzi¢ utamek
do najprostszej postaci (w drugim przypadku).

Rozszerzanie utamkoéw polega na pomnozeniu licznika i mianownika przez liczbe rézng od
zera. Utamki mozna rozszerza¢ na dowolnie wiele sposobdéw, a samo rozszerzanie nie
zmienia wartosci utamka, lecz pozwala go zapisa¢ w inny sposdb.

Skracanie utamkéw polega na dzieleniu licznika i mianownika przez te samg liczbe rézng od
zera. W wyniku skracania mozna doprowadzi¢ utamek do najprostszej postaci.

Przykiady

Rozszerzanie utamkoéw:

36 _ 36:12 _ 3
Skracanie utamkow: 48 48 : 12 4q

W muzyce stosowane jest podobne zjawisko: rozszerzanie (proporcjonalne powiekszenie)
wszystkich wartosci rytmicznych w melodii nazywane jest augmentacjg, natomiast
proporcjonalne pomniejszenie wartosci rytmicznych - dyminucjg. Oba te zabiegi stosowane
sg przede wszystkim w utworach polifonicznych, np. w fugach, nadajgc im dostojny
charakter bez zmiany tempa utworu jako catosci.

By lepiej przedstawié¢ oba dziatania na wartosciach rytmicznych, narysowatem wtasne

przyktady.

Augmentacja m@, r—‘_a_.i =
b ek

Dyminucja

R S S e e

20




Wykonatem tez dyminucje na przykfadzie znanej koledy ,Do szopy, hej pasterze”
w opracowaniu L. Szopinskiego. Pierwszy obrazek to oryginalny zapis nutowy pierwszej linijki
koledy, a drugi — po przeksztatceniu przeze mnie.

oryginalny zapis

A JSSESES EsisSass SRS Bies s

po przeksztatceniu

@*‘#“gv =i ﬁu’wmrﬂé\“fg;u Y

W matematyce powszechne jest przeksztatcanie wzoréw, natomiast w muzyce przeksztatcié
mozna takty. Przeksztatcenie taktow polega na zmianie metrum z ¢wierénutowego
na 6semkowe lub odwrotnie, w taktach o tej samej ilosci é6semek, np. 3/4 na 6/8 lub 6/4
na 2/8. Wraz ze zmiang metrum zmianie ulega sposéb grupowania wartosci rytmicznych

w taktach.

Przyktady

Matematyka: Przeksztatcitem wzdér na pole tréjkata, aby wyznaczyé a.

Muzyka:

Pr=% -a-h /-2

2Pa=a-h /:h h#0 h
2P4 = a

h a=?

Przeksztatcitem tematy rytmiczne, zmieniajgc metrum w taktach.

ST gt e

=W

o

T T R

N

P r I —Tr - P EEE

ol

=E=SEsc=C === i
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9. Geometria w muzyce

Kolejnym ciekawym zjawiskiem w muzyce sg przeksztaicenia geometryczne, stosowane

przez kompozytoréw dla urozmaicenia melodii utworu. Badajac to zagadnienie, spotkatem

sie z trzema przyktadami przeksztatcen: inwersjg, rakiem i transpozycja.

Inwersja to symetria wzgledem osi poziomej. Jest to odwrdcenie kierunku prowadzenia linii

melodycznej. Ma miejsce wowczas, gdy nizszy dzwiek tworzacy interwat staje sie dzwiekiem

wyzszym (przeniesiony o oktawe) i odwrotnie: gdy dzwiek wyzszy staje sie nizszym.

Fetl

&

;

Inwersje interwatéw nazywamy takzie przewrotem. To, co najpierw byto u gory, teraz

znajduje sie na dole i na odwrét. Po inwers;ji interwatéw zmienia sie nie tylko kierunek, ale

takze wielkos¢ interwatéw: mate stajg sie wielkimi, wielkie - matymi, zwiekszone -

zmniejszonymi i na odwrét. Czyste interwaty pozostajg czystymi, gdyz nie majg swojego

przeciwienstwa.

Zestawitem w tabeli kilka interwatéw i ich przewroty, aby lepiej zobrazowac to zagadnienie.

interwat

zapis nutowy

przewrot

zapis nutowy

pryma czysta

oktawa czysta

sekunda wielka

septyma mata

tercja mata

seksta wielka

kwinta czysta

kwarta czysta

oktawa czysta

pryma czysta
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Rak to symetria wzgledem osi pionowej do pieciolinii. Oznacza to, ze fragment melodii
zostaje zapisany od konca, czyli w odbiciu lustrzanym.

| I
44 dtd
Rak inwersji to zagranie od korica melodii z odwréconymi interwatami.

SESEEES

W Internecie znalaztem ciekawe zestawienie melodii z réznymi przeksztatceniami

geometrycznymi:9

® 7rédto: https://slideplayer.pl/slide/803805/ - Marlena Fila ,Moje katharsis czyli rozmyslania zakochanej w muzyce

matematyczki”
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Najpopularniejszym i czesto stosowanym w muzyce przeksztatceniem geometrycznym jest
transpozycja, czyli przesuniecie melodii o wektor dodatni. Jednym stowem — chodzi o kanon.
Melodia wiodgca powtdrzona jest w pewnym odstepstwie czasu przez kolejny gtos lub gtosy.
Istotne jest, ze gtos pierwszy nie milknie, lecz kontynuuje swojg linie melodyczng, stajac sie
tzw. kontrapunktem.

W utworach polifonicznych gtos rozpoczynajgcy kanon nazywa sie proposta,
a odpowiadajgce mu gtosy — riposta. Mistrzowie polifonii potrafili tworzy¢ rézne ztozone
rodzaje kanondéw, np. podwdjne lub potrdjne, w ktdrych imitowano dwie lub nawet trzy
melodie jednoczesnie. Ciekawe jest to, ze przy zastosowaniu pewnych matematycznych
wyliczen mozna imitowac¢ melodie w nieskoficzonosé - jest to kanon kotowy.

Jednym ze znanych utwordw tego typu jest kanon francuski ,Panie Janie”. Kolejne gtosy
wchodzg z opdznieniem, a wejscie zaznaczone zostato cyfrg w kétku na zapisie nutowym.

Panie Janie

Tempo umiarkowane

mf’ @ Kanon francuski

y 4 U

.

[ fan) A
A\SV L= 3
g a ] g g a h g
f = )
fan 1 i
A\\8 V4 { |
h c d h c d

Fec== = w
A3V #
)
d e d c h g d e d c h g
ﬁ
LAl 1
e ’
a d g a d g

Zrédto: https://pl-static.z-dn.net/files/d3d/1b43bag8806fefdfa0f3ab8c9fafe3748.ipg
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Wykonanie kanonu w chérze czy w wersji instrumentalnej prezentuje sie bardzo piekn

ie

i stychac brzmigcg harmonie. Zastanowito mnie, jak wygladatby matematyczny zapis kanonu
»,Panie Janie”. Postanowitem przenies¢ linie melodyczng na wykres i uzyskatem nastepujacy

efekt:

y A (dzwiek)

i /I~ I~ 7 7 4 7 7

h N\ AN SN N\ /

AN VN N/ N/ NATNNDATNA NN A\ N
. [\ 7 7 7

Na linii x wyznaczytem takty, a kolorami zaznaczytem wejscia kolejnych gtoséw.

Natomiast na linii y wyznaczytem pieciolinie i oznaczytem wysokos¢ dzwiekdw na pieciolinii
(oktawa razkreslna). Nie ma tutaj wartosci liczbowych, ale mozna powyzej zaznaczy¢ kolejne

oktawy (dwukresing i trzykresing), a ponizej oktawe matg i wielka.

Podsumowujac: Kanon jako forma muzyczna jest prosty, ale w swej prostocie — wyjgtkowy
i genialny. Wirtuozerig w tym wzgledzie okazat sie Jan Sebastian Bach, ktéry stworzyt
jednolinijkowy utwér ,Quaerendo invenietis” (tac. szukajcie a znajdziecie), wchodzacy
w sktad dzieta ,,Musikalisches Opfer”. Zastosowat w nim jednoczesnie kilka wyzej opisanych
przeksztatcen geometrycznych i witasnie temu zagadnieniu chciatbym poswieci¢ kolejny

fragment mojej pracy.
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10. Co wspodlnego ma Bach z Mébiusem?

Kilkakrotnie podczas réznych zaje¢ i warsztatdw matematycznych miatem mozliwosé
wykonaé i przetestowaé witasciwosci wstegi Mobiusa. Jest to szczegdlna powierzchnia
jednostronna, ktdra powstaje poprzez sklejenie przeciwlegtych bokdéw prostokgta po
uprzednim obrdceniu jednego z koAcéw o 180°. Brzeg wstegi tworzy linie zamknietg, bedaca
okregiem, a podczas przesuwania np. otdwka po powierzchni bez odrywania wracamy do
punktu wyjscia. Czary-mary? Nie, po prostu matematyka!

= "_\)\ \

' ~ P i—?x\\i\ g X RN
- =2 T :

Zrédto: http://blog.megamatma.pl/niezwykla-wstega-mobiusa/

/

A jak te wtasnosci wykorzystat Bach w swoim utworze?

Rekopis tego stynnego kanonu (Krebskanon) sktada sie z prostej melodii zapisanej w jednej
linii. Nalezy jg zagrac¢ najpierw w przdd, a potem wspak. W przypadku, gdy gramy obie
melodie jednoczesnie, powinny one ze sobg wspdtbrzmieé (to tzw. retrogresja). Na tym
jednak nie koniec. Bach dodatkowo zastosowat inwersje, czyli odwrdcit zapis nutowy
,do gory nogami”. Jezeli nuty lezg pomiedzy dwoma grajgcymi, to kazdy z nich czyta je od
swojej strony (potgczenie retrogresji i inwersji — kanon lustrzany).

- -
(.u/:ﬂ:: Jan.

Sl S Bt

Zrédto: https://www.youtube.com/watch?v=xUHQ2ybTejU

Wielki kunszt Bacha zobaczymy jednak wtedy, gdy zastosujemy jednoczesnie wszystkie
przeksztatcenia, a efekt tego ustyszymy, gdy umiesScimy nuty na wstedze Mobiusa.

Zrédto: https://www.youtube.com/watch?v=xUHQ2ybTejU
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Co ciekawe, Jan Sebastian Bach wpadt na ten pomyst prawie 100 lat wczesniej, niz zyt August
Mobius! Nie bez przyczyny uchodzi wiec za geniusza muzyki klasycznej i wirtuoza.

Aby pokazaé geniusz Bacha i jego nawigzanie do wstegi Mobiusem, stynny poszukiwacz
zwigzkéw matematyki i muzyki - Jos Leys - przygotowat film prezentujacy wykonanie
Krebskanon. Mozna go obejrze¢ na stronie:

https://www.youtube.com/watch?v=xUHQ2ybTejU

11. Matematyczne inspiracje w muzyce

Nieskonczonos¢

W matematyce pojeciem tym postugujemy sie przede wszystkim w znaczeniu liczebnosci
zbioru, a tymczasem muzyka tez ma wiele wspdlnego z nieskoficzonoscig. Od poczatkow
istnienia ludzkosci do dnia dzisiejszego wcigz powstajg nowe utwory, nowe melodie
i kompozycje, wariacje i interpretacje dawnych dziet. Nieskoriczona wyobraznia italent
artystow dajg prawdziwe pole do popisu, dlatego z zachwytem wspomina sie i wcigz
odtwarza utwory takich wybitnych kompozytoréw jak Haydn, Bach, Beethoven, Mozart,
Chopin czy Vivaldi.

Mozart i matematyka

Dla wielu dawnych i wspoétczesnych twércéw matematyka byta i jest zZrédtem inspiracji. Na
przyktad muzyka Mozarta, ktéra zachwyca swojg doskonatoscig, stata sie kanonem piekna
dzieki zawartej w niej ztotej proporcji.

a b

° ¢ 0
e _

—
a+b

Zrédto: https://matematyka.fandom.com/pl/wiki/Z%C5%820ta_proporcja

Dostrzegamy jg przede wszystkim w sonatach, ktére majg wyrazng tréjdzielng forme:
ekspozycje, przetworzenie i repryze. Na szczegdlng uwage zastuguje Sonata nr 1 C-Dur KV
279 I, w ktoérej ztoty podziat jest wrecz doskonaty albo Sonata nr 4 in Es-Dur KV 282 |I.
Natomiast w Symfonii nr 40 g-moll KV 550 doskonale stycha¢ symetrie geometryczne.
Na uwage zastuguje takze znana kompozycja Mozarta Muzyczna gra w kosci (Musikalisches
Wiirfelspiel) — szesnastotaktowy menuet z instrukcja, jak nalezy go grac¢. Najpierw grana jest
pierwsza czesé, a o kolejnych taktach decyduje rzut dwoma kostkami do gry.
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Utwér zostat tak skomponowany, ze niezaleznie od kolejnosci kazda cze$é pasuje do
poprzedniej i nastepnej, co daje nieskoficzenie wiele mozliwos$ci wykonania tego utworu.™®

Efekt Mozarta

Prowadzone w XX wieku eksperymenty naukowe A. Tomatis’a i D. Campbell’a pokazaty, ze
muzyka, ktora najbardziej stymuluje prace mézgu, jest muzyka Mozarta. Badania Campbella
potwierdzity, ze wptywa ona nie tylko na uktad nerwowy, krwionos$ny i oddechowy, ale
rowniez poprawia pamiec i koncentracje. Zjawisko to zostato nazwane , efektem Mozarta”
i miato pokazywaé, ze wykonywanie muzyki bardzo rozwija mozg.

Ja sam zauwazam to w otoczeniu swoich kolegdw ze szkoty muzycznej. tatwiej nam
zapamieta¢ nowe pojecia, wielu z nas ma ponadprzecietne zdolnosci matematyczne,
Swietnie orientujemy sie w terenie, nie mamy problemdéw z czytaniem ze zrozumieniem,
naszg mocng strong jest bardzo dobrze rozwinieta pamie¢ operacyjna. Jednym stowem —
,W duszy nam gra”©, bo muzyka uczy matematyki i odwrotnie.

lannis Xenakis i teoria gier

Mdwiac o wybitnych kompozytorach XX wieku, warto wspomnie¢ o matematyku, architekcie
i muzyku — lannisie Xenakisie. W swoich utworach stosowat matematyczne i geometryczne
struktury, a to, co najbardziej sie liczyto, to ,,wewnetrzna spéjnos¢ i matematyczne piekno”
muzyki. W muzyce Xenakisa odnalez¢ mozna teorie zbiordw, teorie gier, systemy logiczne
i algebraiczne Boole’a.

Arnold Schonberg i kombinatoryka

Kolejnym ciekawym przyktadem inspiracji matematycznych w muzyce byta technika
dodekafoniczna (system komponowania), ktérg stworzyt i postugiwat sie Arnold Schonberg.
Ten genialny kompozytor i matematyk wpadt na pomyst, aby zastosowa¢ w utworze serie
12 dzwiekdéw i to w taki sposdb, by zaden diwiek w serii sie nie powtarzat. Potraktowat
wszystkie dzwieki skali chromatycznej jako catkowicie odrebne elementy, a serie jako cigg
tych elementdéw. Takie komponowanie to nic innego jak obliczanie permutacji, a liczba
kombinacji wynosi doktadnie 479 001 600, czyli 12!

1 . ) .
0 http://www.tomaszgrebski.pl/viewpage.php?page id=591
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Thomas Lehrer i matematyczne piosenki
Poszukujgc réznych ciekawostek o stynnych muzykach i matematykach natrafitem na ..
absolwenta matematyki Uniwersytetu Harwarda - Thomasa Lehrera.

Jako dziecko nie znosit muzyki klasycznej, ale przejawiat zainteresowanie muzyka pop, wiec
uczyt sie okiem prywatnego nauczyciela. Wtedy tez zaczeta rozwija¢ sie jego druga wielka
pasja - zainteresowanie matematyka. Godzinami rozwigzywat famigtéwki logiczne i zadania
matematyczne. [Tutaj nasuneto mi sie pytanie: Skad ja to znam? ©)]

»Poczatkowo chciat studiowad anglistyke, ale stwierdzit, ze musiatby czyta¢ za duzo ksigzek,
z ktérych nie wszystkie przypadtyby mu do gustu, rozwazat studia chemiczne, ale wtedy za
duzo godzin musiatby spedza¢ w cuchngcych laboratoriach. Ostatecznie jego wybér padt na
matematyke, gdyz: czesto zadawali zadania domowe, wiec praktycznie nie trzeba byto uczy¢
sie wiele do egzamindéw, nie byto obowigzkowych zajeé laboratoryjnych, ani dtugiej listy

lektur; to byt idealny kierunek dla leniwych studentéw.”**

Brytyjski historyk muzyczny M. Gilbert zaliczyt Thomasa Lehrera do 10 najwybitniejszych
osobowosci XX wieku. W piosenkach Lehrera odnajdujemy tresci matematyczne, np.
Piosenka o pochodnej, Dla kazdego epsilon istnieje delta, Pierwiastki lub Piosenka o suwaku
logarytmicznym.

Opera matematyczna ,,Cantor — mierzenie nieskonczonosci”

Na koniec matematycznych inspiracji w muzyce chciatbym wspomnieé o operze Ingomara
GrUnauera napisanej na cze$¢ Georga Cantora - niemieckiego matematyka i wybitnego
skrzypka. W dziecinstwie wyrdzniat sie wyjatkowymi umiejetnosciami matematycznymi,
zwlaszcza w trygonometrii, natomiast pdzniejsze zycie zawodowe zwigzat z uniwersytetem
w Halle, poswiecajac sie pracy badawczej nad teorig zbioréw. Jego stynny aforyzm "Istota
matematyki tkwi w jej wolnosci" mozna sparafrazowaé do ,lIstota muzyki tkwi w jej
wolnosci”.

u http://www.matematyka.wroc.pl/index.php?g=matematykawsztuce/matematyka-w-piosenkach-toma-lehrera
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Podsumowanie

Dla przecietnego cztowieka matematyka i muzyka nalezg do dwdch réznych swiatéw, jednak
patrzac z perspektywy absolwenta szkoty muzycznej i pasjonata matematyki wiem,
ze muzyka nie moze sie obejs¢ bez matematyki. Moge réwniez stwierdzi¢ na podstawie
wtasnego doswiadczenia, ze mozna je doskonale potgczyc.

Matematyczne myslenie pomaga w zrozumieniu wielu pojec i zjawisk muzycznych, ¢wiczeniu
umiejetnosci technicznych, komponowaniu nowego utworu czy odtwarzaniu dziet znanych
i wybitnych kompozytoréw. W matematyce jest podobnie - wszystko musi grac. Jesli
w matematyce zrobimy btad, to zaraz to widaé, a jak w muzyce - to stychaé. Dobrze zrobione
zadanie przynosi rozwigzanie, a dobrze skomponowana muzyka - arcydzieto wszechczasow.

Mam nadzieje, ze w mojej pracy udato mi sie osiggnac¢ zamieszony cel: po prostu wygrac to,
co mi w duszy gra — wygra¢ mojg ukochang matematyke®©

Pawet Nawrocki
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